
Prawa Przeliczania

Prawo mno»enia. Je±li A1, A2, . . . , An s¡ sko«czonymi zbiorami, to liczba ci¡gów
(a1, a2, . . . , an), gdzie ai ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n, wynosi

|A1| · |A2| · . . . · |An|.

Ogólne prawo mno»enia Je»eli pewna procedura mo»e by¢ rozbita na n kolejnych
kroków, z r1 wynikami w pierwszym kroku, r2 wynikami w drugim kroku,. . . , rn wy-
nikami w n-tym kroku, to w caªej procedurze mamy r1 · r2 · . . . · rn ª¡cznych wyników
(uporz¡dkowane ci¡gi wyników cz¡stkowych).
Prawo dodawania. Je±li A1, A2, . . . , An s¡ sko«czonymi zbiorami parami rozª¡cz-
nymi, tzn. Ai ∩ Aj = ∅ dla i 6= j, to∣∣∣∣∣

n⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Ai|.

Zasada bijekcji. Je±li A i B s¡ sko«czonymi zbiorami oraz istnieje bijekcja f : A→
B, to |A| = |B|.

Schematy Wyboru

Permutacj¡ bez powtórze« zbioru n-elementowego nazywamy ka»dy ci¡g dªugo-
±ci n o elementach ze zbioru X, przy czym elementy tego ci¡gu nie mog¡ si¦ powtarza¢.
Liczba permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.

Permutacj¡ z powtórzeniami n-elementow¡ zbioru X = {x1, x2, . . . , xk}, w któ-
rej x1 wyst¦puje n1 razy, x2 wyst¦puje n2 razy, itd. oraz n1 +n2 + · · ·+nk = n nazywamy
ka»dy n-wyrazowy ci¡g, w którym xi wyst¦puje ni razy, i = 1, 2, . . . , k. Liczba permutacji
z powtórzeniami zbioru n-elementowego wynosi

n!

n1! · n2! · . . . · nk!
.

Wariacj¡ bez powtórze« k-elementow¡ zbioru X nazywamy ka»dy ci¡g dªugo±ci k
o elementach ze zbioru X, przy czym elementy tego ci¡gu nie mog¡ si¦ powtarza¢. Liczba
wariacji bez powtórze« k-elementowych zbioru n-elementowego wynosi

(n)k =
n!

(n− k)!
.

Wariacj¡ z powtórzeniami k-elementow¡ zbioru X nazywamy ka»dy ci¡g dªugo-
±ci k o elementach ze zbioru X. Liczba wariacji z powtórzeniami k-elementowych zbioru
n-elementowego wynosi nk.

Kombinacj¡ k-elementow¡ zbioru X nazywamy ka»dy k-elementowy podzbiór zbioru
X. Liczba kombinacji k-elementowych zbioru n-elementowego wynosi(

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.



Kombinacj¡ z powtórzeniami k-elementow¡ zbioru n-elementowegoX nazywa si¦
ka»dy k-elementowy multizbiór (pseudozbiór, kolekcja, zbiór z powtórzeniami) skªadaj¡cy
si¦ z elementów zbioru X.

C̄k
n =

(
n + k − 1

k

)
Permutacje �koralikowe� Szczególnym wariantem permutacji s¡ tzw. permutacje
�koralikowe�, gdzie nie jest wyró»niony pocz¡tek ani koniec, lecz elementy rozstawione
s¡ na okr¦gu. Najlepiej wyobrazi¢ sobie n krzeseª wokóª okr¡gªego stoªu, na których
mamy posadzi¢ n osób. Nie ma wtedy znaczenia kto gdzie siedzi, ale obok kogo, przy
czym wa»ne jest to, kto jest s¡siadem po lewej stronie a kto po prawej. Oznacza to, »e
interesuj¡ nas klasy abstrakcji w relacji równowa»no±ci mi¦dzy permutacjami, w której
dwie permutacje s¡ równowa»ne, je»eli mo»na otrzyma¢ jedn¡ z drugiej przez cykliczne
przesuni¦cie (obrót). Ka»da klasa abstrakcji ma n elementów, a co za tym idzie wszystkich
klas abstrakcji, tzn. wszystkich permutacji �koralikowych� jest

n!

n
= (n− 1)!.

Podziaªy Zbiorów

Uogólnieniem kombinacji s¡ podziaªy zbiorów na rozª¡czne podzbiory o zadanych mocach.
Pytamy wi¦c, na ile sposobów mo»na podzieli¢ zbiór Z na r rozª¡cznych podzbiorów
A1, A2, . . . , Ar, o mocach odpowiednio: t1, t2, . . . , tr, gdzie t1 + t2 + · · · + tr = n. Zbiór
A1 mo»na wybra¢ na

(
n
t1

)
sposobów. Maj¡c wybrany zbiór A1, wybieramy z pozostaªych

elementów zbioru Z elementy zbioru A2 na
(
n−t1
t2

)
sposobów, itd. Stosuj¡c ogólne prawo

mno»enia, mamy, »e wszystkich ci¡gów A1, A2, . . . , Ar o »¡danych wªasno±ciach jest(
n

t1

)
·
(
n− t1
t2

)
· . . . ·

(
n− t1 − · · · − tr−1

tr

)
=

n!

t1! · t2! · . . . · tr!
.
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